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　　摘　要：　最小割问题（ｍｉｎｉｍｕｍｃｕｔｐｒｏｂｌｅｍ）是ＮＰ（ＮｏｎｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃＰｏｌｙｎｏｍｉａｌ）难问题，警示传播算法（ｗａｒｎｉｎｇ
ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ）是一种基于因子图的消息传递算法，可用于求解组合优化问题．首先，本文借助隐马尔可夫模型将无向图
转换为因子图，将求解最小割映射为求解因子图的相应问题．进而设计一种求解最小割的警示传播算法．最后，选取了
几组随机无向图实例进行数值实验，实验结果表明，该算法在求解速度上优于同类算法．
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１　引言
　　最小割问题 （ＭｉｎｉｍｕｍＣｕｔＰｒｏｂｌｅｍ，ＭＣＰ）是图论
中的一个 ＮＰ（ＮｏｎｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃＰｏｌｙｎｏｍｉａｌ）难问题，其
为数字医学图像视差处理、军事邻域互达、最大泄洪量

测量、牙床检查等问题的分析提供了重要理论支

撑［１，２］．ＭＣＰ定义为，在任意图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）上存在一个顶
点分割（Ｖ１，Ｖ２），将Ｇ中的所有顶点被划分为两个彼此
互异集合，若Ｖ１∩Ｖ２＝，Ｖ１∪Ｖ２＝Ｖ，则将连结两个分
属不同顶点集合的边记作 Ｅｃ，若 Ｗ（Ｅｃ）满足 Ｗ（Ｅｃ）!
ｍｉｎＷ（ｏｔｈｅｒ（Ｅｃ）），则边集 Ｗ（Ｅｃ）称作图 Ｇ的 ＭＣＰ．目
前，学术界主要利用无向加权图讨论 ＭＣＰ如：Ｉｓｈｉｋａｗａ
利用引入了相邻外极线间约束、顺序性约束来解决

ＭＣＰ的视觉遮挡［１］．Ａｌｅｘａｎｄｅｒ等人利用拉普拉斯矩阵

将ＭＣＰ映射为求解正定二次型问题，提高了 ＭＣＰ的求
解精度［２］．Ｋａｒｇｅｒ等人利用收缩算法减小了收缩范围，
加快了ＭＣＰ的求解速度，但效果不显著［３］．Ｍｏｈａｍｍｅｄ
等人在攻击图上利用进化算法将ＭＣＰ投射为社交网络
的目标截获问题［４］．Ｅｄｎａ等人提出了一种解决 ＭＣＰ的
新方法，提高了求解精度［５］．Ｃｏｎｎｅｌｌｙ等人提出一种新
的碎片化切割算法［６］．Ｏｒｐｈａｎ等人提出了一种分布式
算法，使用一种自适应的元启发式方法来检测节点，并

确定所有检测到的路径断开的节点为最小割集［７］．Ｄｕ
ａｎ等人提出了 ＭＣＰ的两种变体，且给出了求解算
法［８］．可以看出，上述方法具有一定的针对性和局限
性，不具有普遍性．因此，实际应用不广泛．

约束可满足性问题 （ＣｏｎｓｔｒａｉｎｔＳａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍ，
ＣＳＰ）［８～１０］是人工智能中的一个重要研究领域，本质是
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由ｍ个约束和ｎ个变元构成的可满足性公式，ＣＳＰ的求
解目标即寻找ｎ个变元的一组赋值，使 ｍ个约束同时
被满足，或证明其无解［１１］．可满足性判定问题（ＳＡＴｉｓｆｉ
ａｂｉｌｉｔｙ，ＳＡＴ）是典型的 ＣＳＰ问题［１２］，给定一个合取范式

Ｆ，ＳＡＴ问题判断是否存在一组赋值使得 Ｆ为真．对研
究较为成熟的ＳＡＴ问题，约束个数与变元个数的比值α
＝ｍ／ｎ是一个关键参数，其对 ＳＡＴ实例的可满足性和
求解的难易程度有着重要的影响，现有理论和实验表

明，α存在一个阈值 αｄ，若 α＜αｄ，则实例高概率可满
足；若 α＞αｄ，则实例高概率不可满足

［１２～１６］．目前许多
算法能够求解的实例范围都与 α有着密切关联，如基
于纯文字规则的算法可有效求解 α＜１６区域的实
例［１７～２３］．基于正负文字出现次数最多的算法可有效求
解α＜３５２区域的实例［２４］．

信息传播算法在求解ＳＡＴ问题，特别是随机３ＳＡＴ
问题时往往具有惊人的效果，这主要基于信息传播算

法能够在部分随机３ＳＡＴ问题实例的难解区间上高概
率收敛，进而可以固定部分指派的边缘概率分布，从而

确定部分变元的概率赋值．警示传播算法（Ｗａｒｎｉｎｇ
Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ，ＷＰ）在以因子图为架构的问题分析和求解
中表现出惊人效果．

基于上述研究现状，提出一种求解最小割的警示

传播算法，利用随机生成的无向图，首先随机选取一个

初始节点，考察该节点与其３ｈｏｏｐ内邻居节点中权重
最小的节点关联紧密程度，同时将其３ｈｏｏｐ内的邻居
节点一并作为ＭＣＰ中的节点，确定ＭＣＰ的节点范围．

２　基本知识
　　因子图（ｆａｃｔｏｒｇｒａｐｈ）可视为二部图，图中的结点可
分为两类：一类是变元结点（图中用圆环表示，记作（ｉ，
ｊ，ｋ，…））；另一类是约束结点（图中用方框表示，记作
（ａ，ｂ，ｃ，ｄ，…））．其中：

μｉ→ａ（ｓｉ）表示在没有约束 ａ的情况下，变元 ｉ取值
为 ｓｉ∈Ｄ的概率；

ηａ→ｉ（ｓｉ）表示约束 ａ要求变元 ｉ取值为 ｓｉ∈Ｄ的
概率；

Ｖ（ｉ）表示包含变元 ｉ的约束结点集合；
Ｖ（ａ）表示包含约束ａ中的变元结点集合；
统计物理现象表明，警示信息迭代方程收敛的含

义是，第ｔ次得到的警示信息 μａ→ｉ（ｔ）与 ｔ－１次得到的
警示信息μａ→ｉ（ｔ－１）一致或其二者差值小于一个足够
小的常数ε时，ＷＰ收敛．

３　求解最小割的警示传播算法

３１　基于无向图的隐马尔可夫模型
马尔可夫链的随机性质表明：随机事件未来状态

的概率分布只依赖于该事件现在的状态，而与该事件

到达现在状态所经历的若干历史状态无关．
基于最小割分布的熵值和初始节点随机性等特

征，选取一种离散时间的马尔可夫链，即隐马尔可夫模

型（ＨｉｄｄｅｎＭａｒｋｏｖＭｏｄｅｌ，ＨＭＭ）对ＭＣＰ建模，提取当前
迭代节点及其周围邻居节点的各个目标特征值，并将

其映射为因子图的两类不同节点．
ＨＭＭ是一个集合，即 Ｍ＝｛Ｓ，Ｐ，Ｔ，Ｑ｝，其中 Ｓ为

状态空间，包括隐含状态ｓ和观察状态ｏ；Ｐ为概率转移
矩阵；Ｔ为观察值分布矩阵；Ｑ为初始概率状态分布矩
阵；随机图中节点记为ｎｉ．

规定 ｐ为经 ｎ步迭代后，迭代信息便由节点 ｎｉ传
播至其他节点的概率．具体建模过程如图１所示．

ＨＭＭ中，随机无向图中的节点最初处于隐状态下，
无法直接观测信息转移概率数值，故设定观测层，具体

可拆解为五步：

（１）随机选取一个初始状态ｑｉ；
（２）设定初始观测迭代步数ｔ＝１；
（３）根据 ｑｉ的输入概率分布，得到输出概率矩

阵Ｖｋ；
（４）根据第ｔ步转移概率矩阵 Ａｉｊ的概率分布情况，

取转移概率矩阵中每一行转移概率最高的元素作为ｔ＋
１步的迭代起点，迭代计算方程式为：Ｘ（ｋ＋１）＝Ｘ（ｋ）
·Ｐｉｊ，其中Ｘ（ｋ）为节点ｋ在时刻ｔ的状态；

（５）获得观测层．
３２　因子图转换技术

随机无向图完成 ＨＭＭ建模，提取特征值后，需将
随机无向图转换为因子图，因子图转换过程如算法 １
所示．

算法１　因子图转换算法

输入：随机无向图

输出：因子图

１构建随机无向图的加权邻接矩阵．
２计算生成的无向图中每个节点的邻居节点数．
３无向图的节点映射为因子图的子句节点．
４将随机生成的权重值，节点标识位映射为因子图的变元节点．
５获取有效邻居节点的数量和标识位及权重信息．

７８３２
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因子图转换流程如图２所示．

其中，ｄｉ代表节点ｉ依附的邻居节点个数，ｗｉ代表节
点ｉ的权重值．对每个节点增加一个标识位 Ｓｉ，用于标
识该节点是否被纳入最小割，故需将其作为因子图的

变元节点．
３３　求解最小割的警示传播算法

随机无向图中，选取初始化节点，即可执行指定迭

代步骤的警示传播算法的迭代方程，直至算法收敛，依

概率更新随机消息边序列，取收敛节点３ｈｏｏｐ区域内
的点，且沿传播方向的边上的点作为ＭＣＰ的点，累计收
敛节点及其 ３ｈｏｏｐ内节点的权重之和作为算法提取
ＭＣＰ的权重．具体算法流程如算法２所示．

算法２　求解最小割的警示传播算法

输入：因子图；最大迭代次数ｔｍａｘ；权重ｗｉ；
输出：最小割的节点数目；最小割的总权值；

１选择任意无向图进行收敛性分析．
２对无向图进行马尔可夫变换．
３调用算法１，将无向图转为因子图．
４令ｔ←０随机选取起始节点，随机初始化节点信息
η（０）ａ→ｉ（ｓｉ）∈｛０，１｝．

５调用信息传播方程，使算法在相邻节点的权值较小的方向上收敛．
６依据信息迭代方程，按规定的迭代次数进行循环迭代操作，当跳数
达到３跳且算法收敛时，计算与节点相邻的边的权重，确定标识位
的信息值．

７统计收敛节点的总权重，与节点数目．

由统计物理分析知，ＷＰ收敛后得到的部分指派的
固定点即为亥姆霍兹自由能函数的稳定点，算法收敛

到自由能函数的稳定点后，此点对外界做功的能力随

马尔可夫过程节点的随机游走步数的累计会达到峰

值，故而ＷＰ收敛后的固定部分指派点即为最小割．

３４　最小割节点获取技术分析
求解最小割的警示传播算法执行 ｔｍａｘ步后，警示信

息的边缘概率被固定到１的节点即为最小割节点集．当
算法在迭代ｔ次之后得到的 μａ→ｉ（ｔ）会沿当前警示信息
方向传播，依概率收敛到两个逻辑值０或１，其逻辑意
义分别为：

μａ→ｉ（ｔ）＝１：节点ａ是否被纳入ＭＣＰ高概率完全依
赖于特征值ｉ．

μａ→ｉ（ｔ）＝０：节点ａ是否被纳入ＭＣＰ高概率并非完
全依赖于特征值ｉ；由特征值ｋ对于节点 ａ纳入ＭＣＰ是
否做出支持，可得

ｍａｘ
ｉ，ｊ∈Ｅ
ｄｉｊ∑
ｂ∈Ｖ（ｊ）＼ａ

Ｊｂｊμｂ→ｊ（ｔ－１）＜０

＝∑
ｂ∈Ｖｓａ（ｊ）

Ｊｂｊｍａｘｉ，ｊ∈Ｅ
ｄｉｊμｂ→ｊ（ｔ－１）＋∑

ｂ∈Ｖｕａ（ｊ）
Ｊｂｊｍａｘｉ，ｊ∈Ｅ

ｄｉｊμｂ→ｊ（ｔ－１）

＝∑
ｂ∈Ｖｓａ（ｊ）

ｍａｘ
ｉ，ｊ∈Ｅ
ｄｉｊμｂ→ｊ（ｔ－１）－∑

ｂ∈Ｖｕａ（ｊ）
ｍａｘ
ｉ，ｊ∈Ｅ
ｄｉｊμｂ→ｊ（ｔ－１）

∑
ｂ∈Ｖｓａ（ｊ）

ｍａｘ
ｉ，ｊ∈Ｅ
ｄｉｊμｂ→ｊ（ｔ－１）＜∑

ｂ∈Ｖｕａ（ｊ）
ｍａｘ
ｉ，ｊ∈Ｅ
ｄｉｊμｂ→ｊ（ｔ－１）

依概率正确收敛位置上的节点，即为 ＷＰ在平均权
值最小的区域内迭代控制的高概率收敛区域，对使警

示传播算法收敛的随机无向图节点，可根据 ＨＭＭ依收
敛概率得到收敛节点编号，随之确定其３ｈｏｏｐ内节点．

４　数值实验及分析
　　ｘ数值实验中，选取五组不同节点数目的随机无向
图实例集，节点数目 ｎ＝｛１０，２０，５０，１００，５００｝，各个参
数α＝３５，ｒｃ＝３如表１所示．选取启发式算法 Ｓ、Ｄ、Ｌ、
Ｋ、Ｅ进行对比实验，对比试验节点数目分别为 ｎ＝
｛１００，２００，３００，４００，５００，６００｝．

表１　不同节点的随机无向图参数

ｎ ｍ ｐｃ α ｒｃ

１０ ２５ ００６３ ２５ ３

２０ ６０ ００２７ ３ ３

５０ １２０ ００２５ ２４ ３

１００ ２３０ ００１６ ２３ ３

５００ １０３５ ０００１ ２０７ ３

　　图３为ｎ＝｛１０，２０，５０｝的随机无向图在改进后的
ＷＰ上的收敛情况，取使改进后的 ＷＰ收敛的节点为最
小割的节点．图示中，ｘ轴表示试验次数；ｙ轴表示算法
收敛概率．经分析，随着节点规模的增加，ＷＰ收敛的高
概率收敛的区间会逐步增加，且密集度会有所提升．由
此可知，算法的收敛程度和节点规模有关，且随着节点

规模的增大算法收敛速度提升明显．
因子图中，基于α会影响实例的可满足性．故而可

根据因子图映射规则，分析本算法收敛节点个数与其

３ｈｏｏｐ内邻居节点的关系对于最小割节点所在区域的

８８３２
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影响，选取３组节点 α∈（３５，４３）区域内的不同 α值
进行实验．ｘ轴为试验次数，ｙ轴为收敛概率．

由图４知，ｎ＝１０的随机图在 α＞３７５时 ＷＰ收敛
程度较好，其最大收敛的概率达到０９，相对其他两组
节点收敛概率提高０６．同时，对相同节点数目的随机
无向图，在Ｎ的不同区间收敛效果也会有差异，随之节
点规模增大，算法收敛概率逐渐趋于稳定，但数值有明

显下降．

本算法执行时间主要分为两个阶段，第一阶段是

随机图转换为因子图所耗费时间，实验选取的节点

数目．
ｎ＝｛１０，２０，５０，１００，１５０，２００，２５０，３００，３５０，４００，

５００｝的十一组随机无向图进行转换时间测试，由实验
数据可知，算法随着问题规模的增加，与其对应的因子

图转换时间基本呈正比例增加．
第二阶段为ＷＰ收敛耗时，利用警示传播算法求解

图论中的ＭＣＰ，较为显著的一个优势便是求解速度和
实例产生速度较ＧＡ算法以及基于 ＬＳ的 ＧＡ算法平均

降低了４００ｍｓ．为说明改进后的警示传播算法求解的优
越性，比较本文ＷＰ算法与ＧＡ算法相比基于ＬＳ的 ＧＡ
算法，在有相同节点数目的攻击图上的运行时间，并给

出对比数据．实验表明，ＷＰ在相同规模的随机攻击图
实例上运行时间，以及因子图实例产生速度上明显优

于ＧＡ算法，具体数据如图６所示．

由图６可知，在相同代价的随机攻击图中，ＧＡ算法
与基于ＬＳ的ＧＡ算法随攻击图的执行时间随代价呈指
数级上升，而 ＷＰ算法的执行时间则几乎不受代价
影响．

对比文献［５］，本文提出的算法在任意规模的无向
图实例上的求解速度虽劣于启发式算法Ｓ与Ｄ，但求解
速度相对稳定，几乎不受随机图规模的影响，在６００个
节点范围内的随机图上求解时间分布在０３ｍｓ左右．具
体求解耗时如表２所示．
　　选取若干小实例集，即节点数目较少的随机无向
带权图作为测试实例．将本文算法与文献［５］中若干启
发式算法的求解时间对比．结果表明：对若干小实例问
题求解最小割的表现，ＷＰ算法的平均求解时间为
０２９，低于诸如Ｋ算法，Ｌ算法等启发式算法，具体对比

９８３２
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数据如表３所示．
表２　对比文献［５］启发式算法Ｓ，Ｄ与ＷＰ算法的求解时间

ｎ Ｓ Ｄ ＷＰ

１００ ００１ ００１ ０３９

２００ ００２ ００７ ０４１

３００ ００４ ０１４ ０３５

４００ ００８ ０２７ ０３

５００ ０１ ０３３ ０２９

６００ ０１５ ０３５ ０２９

表３　对比文献［５］小实例求解时间

Ｎ Ｌ Ｋ Ｅ Ｓ ＷＰ

０３９ ０４６ ０３６ ０２７ ０１３ ０２９

５　结语
　　针对加快 ＭＣＰ求解速度的问题，提出一种求解最
小割的警示传播算法，在随机无向图及其衍生出的随

机攻击图通过隐马尔可夫建模，将随机图按照映射规

则映射为因子图，利用因子图结构特性及 ＷＰ收敛特
性，选取权重最小的邻居节点方向进行收敛性分析，当

迭代步数达到指定阈值时，依收敛概率获取收敛节点，

并将其３ｈｏｏｐ内的节点作为ＭＣＰ中的节点．实验证明，
本文提出的方法在提升求解速度方面有很好的效果．
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